
여러가지부등식

정리 1 (젠센 부등식). 구간 I에서 볼록 함수 f(x)가 2 연속적으로 미분가능하면,
구간 I의임의의점 x1, · · · , xn과 λ1 + · · · + λn = 1인임의의양수 λj 에대해서

f(λ1x1 + · · · + λnxn) ≤ λ1f(x1) + · · · + λnf(xn) (1)

이 성립한다. 위 부등식에서, f ′′(x) > 0인 경우, 등호는 x1 = · · · = xn일 때만

성립한다.

증명 (Proof). 주어진가정에의해서

t = λ1x1 + · · · + λnxn

이라놓으면, t는 I에속하고,평균치정리에의해서 I의임의의점 u에대해서적당한

ζ가 u와 t사이에존재하여

f ′(u) − f ′(t) = f ′′(ζ)(u − t) (2)

가성립한다. 가정에의해서 f ′′(x)는연속이므로, t와 xj를끝점으로갖는폐구간에서

최소값을갖는다. 그것을mj로놓고 (2)의양변을 u = t에서 u = xj까지적분하면

f(xj) − f(t) − f ′(t)(xj − t) ≥ 1
2
mj(xj − t)2

이성립함을알수있다. 위식의양변에 λj를곱하고 j = 1에서 j = n까지더하면

λ1f(x1) + · · · + λnf(xn) − f(t) ≥ 1
2

n∑
j=1

λjmj(xj − t)2 (3)

을 얻는다. 볼록성에 의하여 각 mj는 음이 아니므로 (1)은 (3)의 결과이다. 한편,
f ′′(x) > 0인경우,각 mj는양이므로 (3)으로부터 (1)에서등호가성립하는경우는
x1 = · · · = xn = t인경우뿐임을알수있다.

주의 1: 젠센부등식은일반적으로미분가능성에대한가정없이도성립한다. 그러한
경우,다음과같이수학적귀납법을사용하여증명할수있다.

증명 (Proof). f(x)를구간 I에서볼록인함수라고하자. n = 2일때 f(x)는볼록이

므로

f(λ1x1 + λ2x2) = f(λ1x1 + (1 − λ1)x2) ≤ λ1f(x1) + (1 − λ1)f(x2)
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가되어성립한다. 이제 t1 + · · · + tn = 1이고, ti ≥ 0이면

f(t1x1 · · · + tnxn) ≤ t1f(x1) · · · + tnf(xn)

이라고가정하고 n + 1인경우를생각하자. λ1 + · · ·+ λn+1 = 1이고, λi ≥ 0이라고

가정하자. 그러면,일반성을잃지않고 λn+1 < 1이라가정할수있다. 따라서

λ1f(x1) + · · · + λn+1f(xn+1)

= (1 − λn+1)
[

λ1

1 − λn+1
f(x1) + · · · + λn

1 − λn+1
f(xn)

]
+ λn+1f(xn+1)

≥ (1 − λn+1)f
(

λ1

1 − λn+1
x1 + · · · + λn

1 − λn+1
xn

)
+ λn+1f(xn+1)

≥ f(λ1x1 + · · · + λnxn + λn+1xn+1)

이되므로증명이끝난다.

정리 2 (준가법적부등식). 수전체에정의 함수 f(x)가임의의 수 a, b에대해서

f(a + b) ≤ f(a) + f(b)

를만 할때 f(x)는준가법적이라 리 다.
수위의증가함수 f(x)가 f(0) = 0이고 |f(x)| ≤ c이면,함수 c+ f(x)와 c− f(x)

는각각준가법적이다. 즉,임의의 수 a, b에대해서

f(a + b) − c ≤ f(a) + f(b) ≤ f(a + b) + c

이다.

증명 (Proof). 이것은 a ≥ b ≥ 0, a ≥ 0 ≥ b, 0 ≥ a ≥ b인세경우로나누어생각하면

쉽게알수있다. 자세한것은연습으로남겨둔다.

정리 3 (체비세프부등식). x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn이고 y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yn이면

n∑
i=1

xiyi ≥
1
n

(
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

yi

)
.

,등호는 x1 = · · · = xn 또는 y1 = · · · = yn일때만성립한다.

증명 (Proof). 수학적귀납법으로증명한다. 우선 n = 2인경우는

x1y1 + x2y2 −
1
2
(x1 + x2)(y1 + y2) =

1
2
(x2 − x1)(y2 − y1) ≥ 0.

n > 3이고 (n − 1)인경우에주어진부등식이성립한다고가정하자. 편의상,

x = x1 + · · · + xn, y = y1 + · · · + yn
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으로놓으면 xn ≥ x/n, yn ≥ y/n이므로,귀납법의가정에의해서
n∑

i=1

xiyi −
xy

n
=

n−1∑
i=1

xiyi + xnyn − xy

n

≥ 1
n − 1

(x − xn)(y − yn) + xnyn − xy

n

=
(nxn − x)(nyn − y)

n(n − 1)
≥ 0.

등호가성립하는경우는 xn = x/n또는 yn = y/n인경우이고,전자의경우엔 x1 =

· · · = xn,후자의경우엔 y1 = · · · = yn이다.

정리 4 (슈르부등식). x, y, z, n > 0이면

xn(x − y)(x − z) + yn(y − z)(y − x) + zn(z − x)(z − y) ≥ 0

이다. ,등호는 x = y = z일때만성립한다.

주의 2: n은정수일필요가없음에주의하라.

증명 (Proof). 대칭성에의해서 x ≥ y ≥ z라가정할수있다 . 그러면

xn(x − y)(x − z) = xn(x − y)2 + xn(x − y)(y − z),

yn(y − z)(y − x) = −yn(y − z)(x − y),

zn(z − x)(z − y) = zn(x − z)(y − z)

이므로,변변더하면

준식의좌변 = xn(x− y)2 + (xn − yn)(x− y)(y − z) + zn(x− z)(y − z) ≥ 0. (4)

위식 (4)로부터등호는 x = y = z일때만성립함을쉽게알수있다.

정리 5 (재배열 부등식). r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rn이고 s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ sn이라 하자.
그러면임의의 s1, s2, · · · , sn의 열 t1, t2, · · · , tn에대해서

r1sn + · · · + rns1 ≤ r1t1 + · · · + rntn ≤ r1s1 + · · · + rnsn

이다.

증명 (Proof). 만약에 k < m이고 tk > tm이라하면,

(rm − rk)(tk − tm) ≥ 0

이므로

rktk + rmtm ≤ rmtk + rktm

이다. 즉, tk와 tm의위치를바꿈으로써 r1t1 + · · ·+rntn의값은증가한다. 이와같은
과정을유한번반복시행하면 r1t1 + · · ·+ rntn의값은 t1 ≤ · · · ≤ tn일때최대이다.
즉,오른쪽부등식이성립한다. 같은방법으로왼쪽부등식도성립한다.
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